Calka podwojna - wybrane zastosowania fizyczne

Niech obszar ptaski D bedzie ptytka materialng o gestosci powierzchniowej p(x,y). Mozemy
wowczas zapisac nastgpujace wzory:
Masa obszaru D:

(10) m:ffp(x,y)dxdy.
D

Momenty statyczne obszaru D:

o wzgledem osi Ox:

(11) M, foyp(x,y)dxdy-
D
o wzgledem osi Oy:
(12) M, :ffxp(x,y)dxdy.
D
Wspotrzedne srodka ciezkosci C obszaru D:
M M
(13) xc = —y , yC e X
m m
Momenty bezwtadnosci obszaru D:
o wzgledem osi Ox:
(14) 1= [[ yo(x,pydxdy.
D
o wzgledem osi Oy:
(15) I, :ffx2p(x,y)dxdy.
D
o wzgledem poczqtku ukladu wspotrzednych:
(16) Io= [[ 2+ )p(x, )y
D

Przyklad. Wyznaczy¢ wspolrzgdne $rodka cigzkosci ¢wiartki kota o promieniu R =2 i gestosci
p(x,y)=1.

Rozwiazanie. Umies¢my nasz obszar D w ukladzie wspotrzednych tak, jak
na rysunku 23. Poniewaz obszar ten ma stala ggsto$¢ powierzchniowa (jest
jednorodny) i jest symetryczny wzgledem prostej y=wx, wigc obie
wspotrzedne Srodka ciezkoSci beda rowne (y. =x.). Wspolrzedna  x.
wyznaczymy ze WZoru:

M

Wymagane catki obliczymy wprowadzajac wspotrzedne biegunowe.
Zauwazmy, ze wspOlrzedne biegunowe dowolnego punktu obszaru D
spetniaja nastepujace nier6wnosci:

:{(r,up): 0§Lp§g, 0§r§2}.
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Ostatecznie srodek cigzkosci C obszaru D ma wspotrzedne: [; ;]
T

Przyklad. Znalez¢ moment bezwladnosci kwadratu D o boku réwnym 2 i gestosci  p(x,y) =3y

wzgledem jednego z wierzchotkow.

Rozwigzanie. Umies¢my nasz kwadrat w uktadzie wspotrzednych tak, aby

jeden z wierzchotkow znalazt si¢ w poczatku uktadu wspotrzednych, a dwa vt

boki lezaly na osiach uktadu (rys. 24). 2

Woweczas obszar D mozna zapisa¢ w postaci: D
D={(x,y):0<x<2, 0<y<2} >

Szukany moment bezwtadno$ci obszaru D obliczamy ze wzoru (16): 0 2 x

IO :ff(x2 +y2)P(x’y)dxdy=ff(x2 +y2)3ydxdy: Rys. 24

_3ff(xy+y)dxdy 3f dx 3f
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:3[(2x2+4)dx:3 :3[?%-8]:16%—24:40
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

34. Obliczy¢ mase obszaru plaskiego D o ggstosci p(x,y)=x+y, ograniczonego krzywymi:
y=x", x=y".

35. Znalez¢ wspotrzedne $rodka cigzkosci ptyty o gestosci p(x,y)=1 ograniczonej krzywymi:
y=x, x+y=2.



36.

37.

Wyznaczy¢ moment bezwladnosci ¢wiartki kota o promieniu R=2 i gestosci p(x,y)=1
wzgledem $rodka kota.

Wyznaczy¢ moment bezwladnosci wzgledem osi Ox trdjkata o wierzchotkach:  A4(0,0),
B(1,0), C(0,1) i ggstosci powierzchniowej p(x,y)=2x.
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